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(Segal-Shale-Weil) 表現が得られることが [3] でわかった．もう少し詳しく述べると，実
簡約 Lie 群 $G=Sp(n, \mathbb{R}),U(p, q)$ , $O^{*}(2n)$ のそれぞれに対し，次表にあるシンプレクテイツ
ク G-ベクトル空間 $(W, \omega)$ 上の運動量写像を正準量子化すれば oscillator 表現が得られる
のである．
ただし， $J_{n}=\{-1_{n} 1_{n}\},$ $I_{p,q}=\{1_{\rho} 1_{q}\}$ とする．本稿ではその様子を $G=O^{*}(2n)$ , $W=(\mathbb{C}^{2n})_{\mathbb{R}}$
の場合に焦点を絞り解説したい (他の場合については上記 [3] を参照して下さい).
以下， $G=O^{*}(2n)$ とおき，これを以下のように実現しておく :
$O^{*}(2n)=\{g\in U(n, n);tgSg=S\}$
$=\{g\in GL_{2n}(\mathbb{C});g^{*}I_{n,n}g=I_{n,n}, tgSg=S\},$
ただし $S=\{1_{n} l_{n}\}$ とする．また $G$ の Lie 環 $\mathfrak{g}_{0}:=0^{*}(2n)$ とおき，その基底を以下のよう
にとる :
$X_{i,j}^{c}=E_{i,j}-E_{j,i}+E_{n+i,n+j}-E_{n+j,n+i} (1\leq i<j\leq n)$ ,
$Y_{i,j}^{c}=i(E_{i,j}+E_{j,i}-E_{n+i,n+j}-E_{n+j,n+i}) (1\leq i\leq j\leq n)$ ,
(1.1)
$X_{i,j}^{n}=E_{i,n+j}-E_{j,n+i}-E_{n+i,j}+E_{n+j,i} (1\leq i<j\leq n)$ ,
$Y_{i,ノ}^{n}=i(E_{i,n+j}-E_{j,n+i}+E_{n+i,j}-E_{n+j,i}) (1\leq i<j\leq n)$ .
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ここで $E_{i,j}$ は $2n\cross 2n$ 次の行列要素を表す． $\mathfrak{g}_{0}=0^{*}(2n)$ の複素化
$0_{2n}=\{X\in Mat_{2n}(\mathbb{C});tXS+SX=O\}$ (1.2)
を $\mathfrak{g}:=0_{2n}$ とおくと，その基底は
$X_{i,j}^{0}=E_{i,j}-E_{n+j,n+i} (1\leq i, j\leq n)$ ,
$X_{i,j}^{+}=E_{i,n+j}-E_{j,n+i} (1\leq i<j\leq n)$ , (1.3)
$X_{i,j}^{-}=E_{n+j,i}-E_{n+i,j} (1\leq i<j\leq n)$
で与えられる．また $\mathfrak{g}=\mathfrak{o}_{2n}$ 上の非退化不変双線形型式を $B(X, Y)= \frac{1}{2}$ tr (XY) で定め，こ




Cartan 対合 $\theta X=-t\overline{X}$ に関する $\mathfrak{g}_{0}$ の Cartan 分解を $\mathfrak{g}_{0}=f_{0}+\mathfrak{p}_{0}$ とする．その複素化を
$\mathfrak{g}=f+\mathfrak{p}$ とすれば，それらの具体的な形は
$f=\{\{\begin{array}{ll}A OO -tA\end{array}\};A\in Mat_{n\cross n}(\mathbb{C})\}$ (1.4)
$\mathfrak{p}=\{\{\begin{array}{ll}O BC O\end{array}\}$ ; $tB+B=O,tC+C=B,C\in Mat_{n\cross n}(\mathbb{C})O\}$ (1.5)
となる． $f$ に対応する Lie 群を $K_{\mathbb{C}}$ とおけば， $K_{\mathbb{C}}$ は Adjoint 作用により $\mathfrak{p}$ に働くが，その
既約分解を
$\mathfrak{p}=\mathfrak{p}^{+}+\mathfrak{p}^{-}, \mathfrak{p}^{+}=\{\{\begin{array}{ll}O BO O\end{array}\}\in \mathfrak{p}\}, \mathfrak{p}^{-}=\{\{\begin{array}{ll}O OC O\end{array}\}\in \mathfrak{p}\}$ (1.6)
とする．
一般に $(M, \omega)$ を Lie 群 $G$ の作用をもつシンプレクティック多様体，すなわち， $\omega$ は
$M$ 上の非退化な閉 2次微分形式で $g^{*}\omega=\omega(\forall g\in G)$ を満たすものとする．$M$ 上の滑
らかな $\mathbb{R}$-値函数の全体を $C^{\infty}(M)$ とかく． $f\in C^{\infty}(M)$ に対し， $M$ 上のベクトル場 $\xi_{f}$ を
$\iota$ ($\xi$f)$\omega=$ df(ただし $\iota$ は内部積) で定めるとき，Poisson 括弧積を
$\{f, g\}:=\omega(\xi_{g},\xi_{f}) (f, g\in C^{\infty}(M))$ (1.7)
で定め，線形性によりこれを $\mathbb{C}$-値函数に拡張しておく．classical observable $f\in C^{\infty}(M)$
に対応する quantum observable を $\hat{f}$とすれば，量子化条件の一つは，, $f_{2}\in C^{\infty}(M)$ に
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対し，
$\{$, $f2\}=f3$ $\Rightarrow$ (1.8)$[\hat{f_{1}}, \hat{f_{2}}]=-ihf3$
が成り立つことを要請する $*$ 1 ここで $\hslash$ は Planck定数であるが，以下簡単のため， $h=1$
とおく．
次に運動量写像の定義を思い出そう． $G$ の Lie 環を $\mathfrak{g}_{0}$ , その双対を $\mathfrak{g}_{0}^{*}$ とするとき，次の
二条件を満たす写像 $\mu$ : $Marrow \mathfrak{g}_{0}^{*}$ を運動量写像と呼ぶ :
(1) $\mu$ は $G$ 同変; (2) $d\langle\mu,$ $X\rangle=\iota(X_{M})\omega$ $(X\in \mathfrak{g}_{0})$ . (1.9)
ただし $X_{M}$ は $X_{M}= \frac{d}{dt}|_{t=0}\exp(-tX)$ で定義される $M$ 上のベクトル場とする．
以下，本稿で扱うシンプレクティツク多様体 $(M, \omega)$ は，次の (1.10) で与えられるシン
プレクティック形式 $\omega$ を備えたベクトル空間 $W=(\mathbb{C}^{2n})_{\mathbb{R}}$ とする :
$\omega(u, v)={\rm Im}(u^{*}I_{n,n}v) (u, v\in \mathbb{C}^{2n})$ . (1.10)
2 Oscillator 表現
$W=(\mathbb{C}^{2n})_{\mathbb{R}}$ の元を $v=x+iy\in W,$ $x=t(x_{1}, \ldots, x_{2n})$ , $y=t(y_{1}, . . . , y_{2n})$ $\in \mathbb{R}^{2n}$ , とかくと
き， $\omega$ を座標函数 $x_{1}$ , . . . , $y_{n}$ で表せば
$\omega=\sum_{j=1}^{n}(dx_{j}\wedge dy_{j}-dx_{n+j}\wedge dy_{n+j})$ (2.1)
となる．
注意 2.1. (i) $O^{*}(2n)$ を複素直交行列のなす線形 Lie 群
$O^{*}(2n)=\{g\in GL_{2n};tgg=1, tgJ_{n}g=J_{n}\}$
としても実現できる (cf. [4]). 仮にこの実現を $G^{\gamma}$ とかく．なぜなら，$G\ni g\mapsto\gamma g\gamma^{-1}\in G^{\gamma},$
$\gamma=\frac{1}{\sqrt{2}}\{\begin{array}{ll}1 li-i \end{array}\} \in U(2n)$ , により $G$ は $G^{\gamma}$ に同型になるからである．
さて $\mathbb{H}=\{a+bi+cj+dk;a, b, c, d\in \mathbb{R}\}$ を四元数体とするとき
$\mathbb{H}^{n}:=\{v=t(v_{1}, \ldots, v_{n});v_{i}\in \mathbb{H}(i=1, \ldots, n)\}$
$*1$ この他にもいくつか要請される条件については，例えば [6] を参照．
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を右 $\mathbb{H}$-ベクトル空間と見なす． $i\in \mathbb{H}$ を $i\in \mathbb{C}$ と同一視すれば，
$\phi_{1}$ : $\mathbb{H}^{n}arrow \mathbb{C}^{2n},$ $\nu=\nu'+jv"\mapsto\{\begin{array}{l}v'v'\end{array}\}$ $(v', v"\in \mathbb{C}^{n})$ (2.2)
により $\mathbb{H}^{n}$ は $\mathbb{C}^{2n}$ と $\mathbb{C}$-同型になる．このとき $G^{\gamma}$ は，四元数的歪エルミート型式
$C(u, \nu):=u^{*}jv (u, v\in \mathbb{H}^{n})$ (2.3)
を保つ $\mathbb{H}^{n}$ 上の $\mathbb{H}$-線形変換として特徴づけられる (詳細は [2] を参照).
(ii) また $\mathbb{H}^{n}$ は
$\phi_{2}:\mathbb{H}^{n}arrow Mat_{n\cross 2}(\mathbb{C}) , v=v'+v"j\mapsto[v', v$ (2.4)
により $Mat_{n\cross 2}(\mathbb{C})$ と $\mathbb{C}$-ベクトル空間として同型である．ただし，この場合， $\mathbb{H}^{n}$ を左 H-ベ
クトル空間と見なす． $\nu"\in \mathbb{C}^{n}$ に対して $jv"=\overline{v}"j$ なので
$\phi_{2}\circ\phi_{1}^{-1}:\mathbb{C}^{2n}arrow Mat_{n\cross 2}(\mathbb{C}) , \{\begin{array}{l}v'v'\end{array}\}\mapsto[v', v$ (2.5)
は $\mathbb{R}$-同型であることに注意．
より一般に， $\mathbb{H}^{n}$ の $k$ 箇の直和 $(\mathbb{H}^{n})^{k}$ を左 H-ベクトル空間を考えよう．このとき， $(\mathbb{H}^{n})^{k}$
に右から $Mat_{k}(\mathbb{H})$ の元，例えば $a+bj,$ $0,$ $b\in Mat_{k}(\mathbb{C})$ , を掛けることは， $Mat_{nX2k}(\mathbb{C})$ に
右から複素 $2k$ 次正方行列 $\{\begin{array}{l}ba-\overline{b}a\end{array}\}$ を掛けることに対応する．
$\mathcal{V}=\{\begin{array}{l}\mathcal{V}'\iota"\end{array}\}\in \mathbb{C}^{2n},$ $\mathcal{V}',$ $\mathcal{V}"\in \mathbb{C}^{n}$ , に対し， $v_{+}:=(\phi_{2}\circ\phi_{1}^{-1})(v)=[\mathcal{V}',$ $\mathcal{V}$ $\in Mat_{n\cross 2}(\mathbb{C})$ とおく．
注意 2. 1 (ii) により $\mathbb{R}-$同型 $\phi_{2}\circ\phi_{1}^{-1}$ を通して $S_{P}(1)$ が $W$ に右から作用することに注意．
命題 2.2. $G=O^{*}(2n)$ , シンプレクティックベクトル空間 $(W, \omega)$ を上のようにとると，運
動量写像 $\mu$ : $Warrow \mathfrak{g}_{0}^{*}\simeq \mathfrak{g}_{0}$ は以下の式で与えられる :
$\mu(v)=-\frac{i}{2}(vv^{*}I_{n,n}-St(vv^{*}I_{n,n})S)$ (2.6a)
$=- \frac{i}{2}\{\begin{array}{ll}v_{+}\nu_{+}^{*} -v_{+}J_{l}^{t_{\mathcal{V}_{+}}}-\overline{v}_{+}J_{1}v_{+}^{*} -\overline{v}_{+}^{t_{\mathcal{V}_{+}}}\end{array}\}$ (2.6b)
ただし $\nu=x+iy\in W,$ $x=t(x_{1}, \ldots, x_{2n}),y=t(y_{1}, \ldots,y_{2n})\in \mathbb{R}^{2n}$ とする．特に， $\mu$ は $G$ -同
変，かつ，Sp(l)-不変である．
証明．シンプレクティック G-ベクトル空間 $(W, \omega)$ 上の運動量写像 $\mu$ : $Warrow \mathfrak{g}_{0}^{*}$ は，
$\langle\mu(\nu)$ , $X \rangle=\frac{1}{2}\omega(v, X\nu)$ $(X\in \mathfrak{g}_{0})$ で与えられることが知られている (例えば [1]). これを
使えば，次を示すのは容易である．
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$\langle\mu,$ $X\rangle=\{\begin{array}{l}x_{i}y_{j}-x_{j}y_{j}-x_{n+i}y_{n+j}+x_{n+j}y_{n+i} if X=X_{i,j}^{c};x_{i}x_{j}+x_{n+i}x_{n+j}+y_{i}y_{j}+y_{n+i}y_{n+j} if X=Y_{i,j}^{c};x_{i}y_{n+j}-x_{j}y_{n+i}+x_{n+i}y_{j}-x_{n+j}y_{i} if X=X_{i,j}^{n};x_{i}x_{n+j}-x_{j}x_{n+i}-y_{j}y_{n+i}+y_{i}y_{n+j} if X=Y_{i,j}^{n}.\end{array}$ (2.7)
これを複素座標 $z_{i}$ $:=x_{i}+iy_{j}$ およびその複素共役 $\overline{z}_{i}=x_{i}-iy_{j}$ $(i=1, \ldots, 2n)$ を用いて書
き直せば
$\langle\mu,$ $X\rangle=\{\begin{array}{l}-\frac{i}{2}(\overline{z}_{i}z_{j}-\overline{z}_{j}z_{i}-\overline{z}_{n+i}z_{n+j}+\overline{z}_{n+j}z_{n+i}) if X=X_{i,j}^{c};\frac{1}{2}(\overline{z}_{i}z_{j}+\overline{z}_{j}z_{i}+\overline{z}_{n+i}z_{n+j}+\overline{z}_{n+j}z_{n+i}) if X=Y_{i,ノ}^{c};-\frac{i}{2}(\overline{z}_{i}z_{n+j}-\overline{z}_{j}z_{n+i}+\overline{z}_{n+i}z_{j}-\overline{z}_{n+j}z_{i}) if X=X_{i,j}^{n};\frac{1}{2}(\overline{z}_{j}z_{n+j}-\overline{z}_{j}z_{n+i}-\overline{z}_{n+i}z_{j}+\overline{z}_{n+j}z_{i}) if X=Y_{i,j}^{n}\end{array}$ (2.8)
となる．従って， $v':=t(z_{1}, \ldots, z_{n})$ , $v":=t(z_{n+1}, \ldots, z_{2n})$ とおけ $l$




$=- \frac{i}{2}\{\begin{array}{llll}t\overline{v}'+\overline{v}v'\prime\prime t_{\mathcal{V}"} -v' r_{\overline{v}"+\overline{\mathcal{V}}^{//t_{\mathcal{V}^{/}}}}-\overline{v}^{t}v' t_{\overline{\mathcal{V}},+\mathcal{V}} -\overline{v}' -v^{\prime,t}\overline{v}^{t_{\mathcal{V}}}'\end{array}\}$ (2.9)
$=- \frac{i}{2}([_{v}^{v} t(\overline{v}', -\overline{v}")+\{\begin{array}{l}\overline{v}"-\overline{v}'\end{array}\}t(v", -v'))$
$=- \frac{i}{2}(vv^{*}I_{n,n}-St(vv^{*}I_{n,n})S)$ .
を得る．(2.6a) を書き直して第二の表示式 (2.6b) を得る．
$\mu$ が Sp(l)-不変であることは (2.6b) から直ちにわかる．またこれが $G$-同変であること
は以下のようにして確かめられる．すなわち， $g\in G$ ならば $g^{*}I_{n,n}=I_{n,n}g^{-[}$ であるから，
$\mu(gv)=-\frac{i}{2}(gvv^{*}g^{*}I_{n,n}-St(gvv^{*}g^{*}I_{n,n})S)=-\frac{i}{2}(gv\nu^{*}I_{n,n}g^{-1}-St(gvv^{*}I_{n,n}g^{-1})S)$ .






(2.1) より $R$-値座標函数 $x_{j},y,,$ $i=1$ , . . ., $2n$ , 間の Poisson 括弧積は
$\{x_{i},y_{j}\}=-\delta_{i,j}, \{x_{n+i},y_{n+j}\}=\delta_{i,j} (i, j=1, \ldots, n)$
で与えられる (ただし他の組合せはすべて自明). 従って， $\mathbb{C}$-値座標函数 $z=$ と
その複素共役 $\overline{Z}j=Xj+iyj(i=1, \ldots, 2n)$ の Poisson 括弧積は
$1z_{i}, Z_{j}\}=\{\overline{z}_{n+i}, z_{n+j}\}=2i\delta_{i,j}$ (2.10)




と量子化すれば， $i,$ $j=1$ , . . ., $n$ に対し
$[\hat{z_{i}}, \hat{\overline{z}}_{j}]=[\hat{Z}_{n+i}, \hat{z}_{n+j}]=2\delta_{\dot{l},ノ}$ (2.12)
を満たす (cf. (1.8)).
$W$ 上の複素構造 $I$ を $ej\mapsto ie_{j},$ $iej\mapsto-ej,$ $i=1$ , $\cdots$ , $2n$ , により定める． $ejrightarrow\partial_{x_{j}},$
$ie_{j}rightarrow\partial_{y_{j}}$ と同一視する．上で導入した classical observables $Zj$ および $\overline{Z}j$ は， $W$ の複素
化 $W_{\mathbb{C}}$ の基底 $\{$ $\frac{1}{2}(e-iIe)$ , $\frac{1}{2}(e_{j}+iIe_{j});j=1$ , . . . , $2n\}$ に関する座標と見なせる．(2.11) で
行った量子化は， $W_{\mathbb{C}}$ の複素 Lagrangian 部分空間として，次の $V$ をとることに対応して
いる :
$V= \langle\frac{1}{2}(ej-iIej)$ , $\frac{1}{2}(e_{n+j}+i1e_{n+j});j=1$ , . . ., $n\rangle_{\mathbb{C}}$ . (2.13)
簡単のため $wj:=\overline{z}_{n+j},$ $i=1$ , . . ., $n$ , とおき， $V=Mat_{n\cross 2}(\mathbb{C})$ の元を $[z, w],$ $z=t(z_{1}, \ldots, z_{n})$ ,
$w=t(w_{1}, \ldots, w_{n})$ , と記すことにする．
さて，運動量写像の一番目の表示式 (2.6a) を用いて，(2.11) に従い $\mu$ を量子化しよう．





$=i\{\begin{array}{llll}z^{t}\partial_{z}+w^{t}\partial_{w} \frac{1}{2}(ztw-wtz)t\partial_{z})2(\partial_{z} t\partial_{w}-\partial_{w} -(\partial_{w} tz)tw+\partial_{z}\end{array}\}$ . (2.14)
ただし $z=t(z_{1}, \ldots, z_{n})$ , $w=t(w_{1}, \ldots , w_{n})$ , $\partial_{z}=t(\partial_{z_{1}}, \ldots, \partial_{z_{n}})$ , $\partial_{w}=t(\partial_{w_{1}}, \ldots, \partial_{w_{n}})$ とおい
た．第二表示 (2.6b) の量子化
$\hat{\mu}=-\frac{i}{2}\{\begin{array}{lll}t\hat{\overline{v}}_{+}\hat{v}_{+} -\hat{v}_{+}J_{1} \mapsto v_{+}-\hat{\overline{v}}_{+}J_{1}^{t}\hat{\overline{v}}_{+} -\hat{\overline{v}}_{+}J_{1} \varpi_{\mathcal{V}_{+}}\end{array}\}$ (2.15)
も (2.14) と同一の結果を導く $(ただし \overline{v}_{+}=[z, w],\hat{\overline{v}}_{+}=[-2\partial_{z}, -2\partial_{w}])$ .
$V$ 上の多項式函数全体のなす $\mathbb{C}$-代数を $\mathcal{P}(V)$ , すなわち $\mathcal{P}(V)=\mathbb{C}[z]$ , . . . , $z_{n},$ $w_{1}$ , . . . , $w_{n}$ ],
$V$ 上の多項式係数微分作用素全体のなす環を $\mathcal{P}\mathcal{D}(V)$ とする． $V$ には右から
$Sp_{1}=\{g\in GL_{2};tgJ_{1}g=J_{1}\}$
が作用し，従って右正則作用により $\mathcal{P}(V)$ に作用する．後者の作用を $\rho$ とかく． $Spl$ の $V$
への右作用は注意 2.1 (ii) で言及した $Mat_{n\cross 2}(\mathbb{C})$ の $V$ への作用と同一である．
定理 2.3. $X\in \mathfrak{g}=0_{2n}$ に対し， $\pi(X)=i\langle\overline{\mu},$ $X\rangle$ とおくと，
$\pi:\mathfrak{g}arrow \mathcal{P}\mathcal{D}(V)$
は Lie 代数の準同型を与える．基底 (1.3) に対する表現作用素の具体的な形は
$\pi(X)=\{\begin{array}{ll}-(z_{i}\partial_{z_{i}}+w_{i}\partial_{w_{i}}+\delta_{i,j}) if X=X_{i,j}^{0};2(\partial_{z_{i}}\partial_{w_{j}}-\partial_{w_{i}}\partial_{z_{i}}) if X=X_{i,j}^{+};\frac{1}{2}(z_{j}w_{i}-w_{j}z_{i}) if X=X_{i,ノ}^{-}\end{array}$ (2.16)
となる．さらに， $\pi(X)$ は $Sp_{1}$ の作用と可換である．
証明．次節で $W$ の $k$ 箇の直和を考えるので，この定理の証明は系 3.3でまとめて行う． $\square$
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3 Howe 双対性
次に $W=(\mathbb{C}^{2n})_{\mathbb{R}}$ の $k$ 箇の直和 $W^{k}$ を考えれば $W^{k}=Mat_{2n\cross k}(\mathbb{C})$ と同一視できる．この
とき $W^{k}$ は
$\omega_{k}(u, v)={\rm Im} tr(u^{*}I_{n,n}\nu) (u, \nu\in W^{k})$ ,
で定まるシンプレクティック型式 $\omega_{k}$ を持ち， $G=O^{*}(2n)$ によるシンプレクティックな
左作用を持つ． $e_{i,0}\in Mat_{2n\cross k}(C)$ を $2n\cross k$ 次の行列単位とするとき，同一視 $e_{i,a}rightarrow\partial_{x_{i,a}},$
$ie_{i,a}rightarrow\partial_{y_{i.a}}$ の下，$W^{k}$ の元を $v=t[v_{1}$ , . . . , $v_{2n}$ ] $\in Mat_{2n\cross k}(\mathbb{C})$ , $v_{i}=x_{i}+iy_{i},$ $x_{j}=(x_{i,1}, \ldots , x_{i,k})$ ,
$y_{j}=(Ji,1, \ldots,y_{i,k})(i=1, \ldots , 2n)$ と書けば， $\omega_{k}$ は
$\omega_{k}=\sum_{1\leq i\leq n,1\leq a\leq k}(dx_{i,a}\wedge dy_{i,a}-dx_{n+i,a}\wedge dy_{n+i,a})$
(3. 1)
で与えられる．さらに，(2.2) および (2.4) で定義した $\mathbb{C}$-同型 $\phi_{1}$ および $\phi_{2}$ は，自然に
$(\mathbb{H}^{n})^{k}$ と $Mat_{2n\cross k}(\mathbb{C})$ および $(\mathbb{H}^{n})^{k}$ と $Mat_{n\cross 2k}(\mathbb{C})$ との同型に拡張する．これらも同じ記号
で表せば， $\phi_{2}\circ\phi_{1}^{-1}$ を通して $Sp(k)$ が $W^{k}$ に右から作用する．
命題 3.1. $(W^{k}, \omega_{k})$ を上で与えたシンプレクテイック G-ベクトル空間とすると，運動
量写像 $\mu$ : $W^{k}arrow \mathfrak{g}_{0}^{*}\simeq \mathfrak{g}_{0}$ は (2.6) と同じ式で与えられる．すなわち， $v=\{\begin{array}{l}vv\end{array}\}\in W^{k},$
$v',$ $v"\in Mat_{n\cross k}(\mathbb{C})$ , に対し
$\mu(v)=-\frac{i}{2}(vv^{*}I_{n,n}-St(\nu v^{*}I_{n,n})S)$
(3.2)
$=- \frac{i}{2}\{\begin{array}{ll}v_{+}v_{+}^{*} -v_{+}J_{k}^{t_{\mathcal{V}_{+}}}-\overline{v}_{+}J_{k}v_{+}^{*} -\overline{\nu}_{+}^{t_{\mathcal{V}_{+}}}\end{array}\}.$
ただし $\nu_{+}=(\phi_{2}\circ\phi_{1}^{-1})(v)\in Mat_{n\cross 2k}(\mathbb{C})$ . 特に $\mu$ は $G$-同変，かつ，Sp(k)-不変である．
証明．命題 2.2の証明を適当に解釈すれば，それがそのまま通用する．口
(3.1) より $\mathbb{R}$-値座標函数 $x_{i,a},y_{i,a}$ 間の Poisson 括弧積は
$\{x_{i,a},y_{j,b}\}=-\delta_{i,j}\delta_{a,b}, \{x_{n+i,a},y_{n+j,b}\}=\delta_{i,j}\delta_{a,b}$ (3.3)
となるので， $\mathbb{C}$-値座標函数の間のそれは
$tz_{i,a}, \overline{z}_{j,b}\}=\{Z_{n+i,a}, z_{n+j,b}\}=2i\delta_{i,j}\delta_{a,b}$ (3.4)
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となる $(ただし i, j=1, \ldots, n;a, b=1, \ldots, k, その他の組合せはすべて自明)$ . 従って $z_{i,a}$





$[\hat{z_{i,a}}, \hat{z}_{j,b}]=[\hat{\overline{z}}_{n+i,a}, \hat{z}_{n+j,b}]=2\delta_{i,j}\delta_{a,b}$ (3.6)
と所期の結果を得る $(ただし i, j=1, \ldots, n;a, b=1, \ldots, k)$ .
$V$ を (2.13) のようにとり，その $k$ 箇の直和を $V^{k}$ とすると， $V^{k}$ は $Mat_{n\cross 2k}(\mathbb{C})$ と同一視
できる．そこで，簡単のために $w_{i,a}=\overline{z}_{n+i,a}(i=1, \ldots, n;a=1, \ldots, k)$ とおき， $V^{k}$ の元を
$[z, w],$ $(z=(z_{i,a}), w=(w_{i,a})\in Mat_{n\cross k}(C))$ と書くことにする．また $V^{k}$ 上の多項式函数全体
のなす $\mathbb{C}$-代数を $\mathcal{P}(V^{k})=\mathbb{C}[z_{i,a}, w_{i,a};i=1, . . . , n, a=1, . . . , k],$ $V^{k}$ 上の多項式係数微分作
用素環を $\mathcal{P}\mathcal{D}(V^{k})$ と記す．このとき，複素シンプレクテイック群 $Sp_{k}$ が $V^{k}$ に右から作用
し，従って $\mathcal{P}(V^{k})$ に右正則表現で作用する．これをいつものように $\rho$ と書く．





ただし $g=(g_{ab})$ および $g^{-1}=(g^{ab})$ とする．
証明．$\partial_{x_{i,a}}rightarrow e_{i,a}\in Mat_{n\cross 2k}(\mathbb{R})$ と同一視しているので，
$( \partial_{i,a}(p(g)f))(x)=\frac{d}{dt}|_{t=0}f(xg+te_{i,a}g)=\sum_{b=0}^{2k}g_{ab}\frac{\partial f}{\partial x_{i,b}}(xg)$ ,
従って








$a\in \mathcal{P}\mathcal{D}(V^{k})$ と $g\in GL_{2k}$ に対して， $\rho(g)a\rho(g)^{-1}=:Ad_{\rho(g)}a$ と略記し，さらに， $\mathcal{P}\mathcal{D}(V^{k})$
の元を成分にもつ行列 $A=(a_{ij})$ に対し， $Ad_{\rho(g)}A=(Ad_{\rho(g)}a_{ij})$ と書こう．
量子化された行列万は (2.14) と同じ式で与えられる :
$\hat{\mu}=i\{\begin{array}{llll}\prime z\partial_{z}+w^{t}\partial_{w} \frac{1}{2}(ztw-wtz)t2(\partial_{z}\partial_{w}-\partial_{w} t\partial_{z}) -(\partial_{w} tz)tw+\partial_{z}\end{array}\}$ (3.9)
ただし， $z$ (resp. w) および $\partial_{z}$ (resp. $\partial_{w}$ ) はその $(i, a)$ 成分がそれぞれ掛算作用素 $z_{i,a}$ (resp.
$w_{i,a})$ , 微分作用素 $\partial_{z_{j_{0}}}$. (resp. $\partial_{w}$ , を成分とする $n\cross k$ 行列を表す．
系 3.3. $X\in \mathfrak{g}=0_{2n}$ に対し， $\pi(X)=i\varpi,$ $X\rangle$ とおくと，
$\pi:\mathfrak{g}arrow \mathcal{P}\mathcal{D}(V)$
は Lie 代数の準同型を与える．基底 (1.3) に対する表現作用素の具体的な形は
$\pi(X)=\{\begin{array}{ll}-\sum_{o=1}^{k}(z_{j,a}\partial_{z_{i.a}}+w_{j,a}\partial_{w_{i\rho}}+k\delta_{i,j}) if X=X_{i,j}^{0};2\sum_{a=1}^{k}(\partial_{Z_{\int.a}}.\partial_{w_{j.a}}-\partial_{w_{i.a}}\partial_{z_{j.0}}) if X=X_{i,j}^{+};\frac{1}{2}\sum_{a=1}^{k}(z_{j,a}w_{i,a}-w_{j,a}z_{i,a}) if X=X_{i,j}^{-}.\end{array}$ (3.10)
さらに， $\pi(X)$ は $Sp_{k}$ の作用と可換である．
証明．もちろん (3.10) が $\mathfrak{g}$ の基底 $\{X_{ij}^{\star}\}$ が満たす交換関係と同一であることを示せば十分
であるが，ここでは別証明を与える． $X\in \mathfrak{g}_{0}$ に対し $H_{X}:=\langle\mu,X\rangle$ とおけば，運動量写像 $\mu$
により $\mathfrak{g}_{0}arrow C^{\infty}(W)$ , $X\mapsto H_{X}$ が Lie 環の準同型
$\{H_{X}, H_{Y}\}=H_{lX,Y\rfloor} (X, Y\in \mathfrak{g}_{0})$ . (3.11)
となることに注意．次に，Poisson 括弧積，交換子積ともに derivation であること，およ
び，(2.7) からわかるように各 $H_{X}$ が座標函数 $x,,yj$ に関して 2次で，箔と男の交換子積
が $\mathcal{P}\mathcal{D}(V)$ の中心元であることに注意すれば，(3.11) より
$[\pi(X), \pi(Y)]=\pi([X, Y]) (X, Y\in \mathfrak{g}_{0})$
がわかる．あとは線形性により $\mathfrak{g}$ にまで拡張する．
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次に $\pi(X)$ が $Sp_{k}$ の右作用と可換であることを示す． $\hat{\mu}$ の 2番目の表示式 (2.15) と補題
3.2より， $g\in GL_{2k}$ に対し，
$Ad_{\rho(g)^{-1}}\hat{v}_{+}=\hat{v}_{+}g^{-1}$ および $Ad_{\rho(g)^{-1}}\hat{\overline{v}}_{+}=\hat{\overline{v}}_{+}tg.$
従って， $g\in Sp_{k}$ ならば $tgJ_{k}g=J_{k}$ なので
$Ad_{\rho(g)^{-1}}\overline{\mu}=-\frac{i}{2}[_{-\hat{\overline{v}}_{+}tgJ_{k}\hat{t(\overline{v}}_{+}tg)}\hat{v}_{+}g^{-1}\hat{t(\overline{v}}_{+}tg) -\hat{v}_{+}g-J_{k}Cv_{+}g^{-1})-\hat{\overline{v}}_{+}tgtCv_{+}g^{-l]})$
$=- \frac{i}{2}\{\begin{array}{ll}\hat{v}_{+}^{t}\overline{\overline{v}}_{+} -\hat{v}_{+}J_{k}^{t}\overline{v}_{+}-\hat{\overline{v}}_{+}J_{k^{t}}\hat{\overline{v}}_{+} -\overline{\overline{v}}_{+}^{t}\hat{v}_{+}\end{array}\}= \hat{\mu}$
となり，これで証明おしまい． $\square$




となる．ここに $\overline{Sp}_{k}$ は $Sp_{k}$ の有限次元既約表現同型類の全体， $V_{\sigma}$ は $\sigma\in\overline{Sp}_{k}$ の代表元，
$L(\sigma)$ $:=Hom_{Sp_{k}}(V_{\sigma}, \mathcal{P}(V^{k}))$ は $0_{2n}$ の無限次元既約表現で， $\sigma\neq\tau\Rightarrow L(\sigma)\neq L(\tau)$ を満た
す．また $\pi|_{f}$ は $K_{\mathbb{C}}\simeq GL_{n}$ の表現に持ち上がり，従って各 $L(\sigma)$ は既約な $(\mathfrak{g}, K_{\mathbb{C}})$ -加群とな
る (例えば [7] を参照).
4 有限次元表現
本節では，これまでと異なる次の複素 Lagrangian部分空間 $V'\subset W_{\mathbb{C}}$ を考える :
$V'$ $:= \langle\frac{1}{2}(e_{1}-iIe_{1})$ , . . . , $\frac{1}{2}(e_{2n}-iIe_{2n})\rangle_{\mathbb{C}}$ . (4.1)
ここで $I$ は\S 2で考えたのと同じ $W$ 上の複素構造である．この複素 Lagrangian 部分空間
$V'$ に対応する正準量子化を
$\hat{z_{i}}=z_{i}, \overline{Z_{i}}=-2\epsilon_{i}\partial_{z_{i}} (i=1, \ldots, 2n)$ (4.2)




$=- \frac{i}{2}(\{\begin{array}{l}z'z'\end{array}\}(-2^{t}\partial_{z'}, 2^{t}\partial_{z} I_{n,n}-SI_{n,n}\{\begin{array}{l}-2\partial_{z'}2\partial_{z'}\end{array}\}(tz',tz S)$
$=-i\{\begin{array}{llll}-z"\partial_{z'}+\partial_{z"}tz" -z^{\prime t}\partial_{z"} +\partial_{z"}tz'-z^{\prime t}\partial_{z},+\partial_{z} tz" -z^{\prime t}\partial_{z"} tz'+\partial_{z}\end{array}\}$ (4.3)
となる．ただし $z'=$ $t(z_{1}, \ldots, z_{n})$ , $z"=$ $t(z_{n+1}, \ldots, z_{2n})$ , $\partial_{z'}$ $=$ $t(\partial_{z_{1}}, \ldots, \partial_{z_{n}})$ , $\partial_{z"}$ $=$
$t(\partial_{z_{n+1}}, \ldots, \partial_{z_{2n}})$ である．故に $\mathfrak{g}=0_{2n}$ の基底 (1.3) について， $\pi(X)$ $:=i(\tilde{\mu},$ $X\rangle$ は
$\pi(X)=\{\begin{array}{ll}z_{i}\partial_{z_{i}}-z_{n+i}\partial_{z_{n+j}} if X=X_{i,j}^{0};z_{n+j}\partial_{z_{i}}-z_{n+i}\partial_{z_{j}}z_{i}\partial_{z_{n+j}}-z_{j}\partial_{z_{n+i}} ifif X=X_{i,j}^{-}X=X_{i,j}^{+};\end{array}$ (4.4)
で与えられる．各表現作用素 $\pi(X)$ は斉次多項式の次数を保つので， $\mathcal{P}(V')$ の既約分解に
現れる既約 $(\mathfrak{g}, K_{\mathbb{C}})$ は有限次元となることがわかる．
同様に $k$ 箇の直和 $V^{\prime k}$ を考えた場合も， $\mathcal{P}(V^{\prime k})$ の既約分解に現れる既約 $(\mathfrak{g}, K_{\mathbb{C}})$-加群は
有限次元であることがわかる．
5 随伴多様体
最後に，運動量写像と $\mathcal{P}(V^{k})$ あるいは $\mathcal{P}(V^{\prime k})$ の既約分解に現れる既約 $(\mathfrak{g}, K_{\mathbb{C}})$-加群の随
伴多様体との関係についての一観察を述べて本稿を終える．
まず $\mathfrak{p}^{+}$ の $K_{C}$ -軌道分解を
$\mathfrak{p}^{+}=\sqcup^{r}j=00_{j}^{K_{\mathbb{C}}}$
$(r:=\mathbb{R}$-rank $G=\lfloor n/2\rfloor)$ (5.1)
$(9_{j}^{K_{\mathbb{C}}}=\{\{\begin{array}{ll}O CO O\end{array}\}\in \mathfrak{g};tC+C=O,$ rank $C=2j\}$ (5.2)
とする．このとき，閉包を $-$ で表すことにすれば，
$\overline{O_{j}^{K_{\mathbb{C}}}}=\sqcup i\leq j(9_{i}^{K_{\mathbb{C}}}=\{\{\begin{array}{ll}O CO O\end{array}\}\in \mathfrak{g};tC+C=O,$ rank $C\leq 2j\}$ (5.3)
となることが知られている (例えば [5, 7, 8] を参照).
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さて， $W_{\mathbb{C}}^{k}$ の元は $v=\{\begin{array}{l}v'v'\end{array}\}=(z_{i,a})$ と $\tilde{v}=\{\begin{array}{l}v\overline{v}\end{array}\}=(\tilde{z}_{i,a})$ の組 $(ただし z_{i,a},\tilde{z}_{i,a}\in \mathbb{C})$ で与え
られるが，\S 3の記法で表される $V^{k}$ の元 $[z, w]$ は，これらの記法では $v=\{\begin{array}{l}z0\end{array}\},$ $\tilde{v}=\{\begin{array}{l}0w\end{array}\}$ に，
また \S 4の記法で表される $V^{\prime k}$ の $\pi$ $[_{z}^{z'},,$ $]$ は， $v=[_{z}^{z'},,$ $],$ $\tilde{v}=\{\begin{array}{l}00\end{array}\}$ にそれぞれ対応することに
注意．
運動量写像 $\mu$ : $W^{k}arrow \mathfrak{g}_{0}$ は $W_{\mathbb{C}}$ から $\mathfrak{g}=\mathfrak{g}_{0}\otimes \mathbb{C}$ への写像に一意的に拡張する．これを
$\mu_{\mathbb{C}}$ : $W_{\mathbb{C}}^{k}arrow \mathfrak{g}$ と書く．このとき，命題 2.2の証明中の (2.9) より
$\mu_{\mathbb{C}}(v)=-\frac{i}{2}\{\begin{array}{ll}v^{\prime t}\tilde{v}'+\tilde{v}^{\prime\prime t_{\mathcal{V}"}} -v^{\prime t}\tilde{v}"+\tilde{v}^{\prime/t_{\mathcal{V}'}}-\tilde{v}^{\prime t}v"+v^{/,t_{\tilde{\mathcal{V}}^{/}}} -\tilde{v}^{\prime t}v'-v^{\prime,t_{\tilde{\mathcal{V}}},/}\end{array}\}$ (5.4)
となる．従って，
$\mu_{\mathbb{C}}(V^{\prime k})=\overline{0_{0}^{K_{\mathbb{C}}}}=\{0\}, \mu_{\mathbb{C}}(V^{k})=\overline{0_{m}^{K_{\mathbb{C}}}}$ (5.5)
が成り立っている．ここで $m= \min(k, r)$ とおいた．
故に，\S \S 3および 4に登場した有限次元 $(\mathfrak{g}, K_{\mathbb{C}})$-加群および $L(\sigma)$ の随伴多様体がそれぞ
れ $\{O\}$ および $0_{m}^{K_{\mathbb{C}}}$ に等しい (cf. [5, 7, 8]) ことに注意すれば，複素 Lagrangian 部分空間 $V^{k}$
または $V^{\prime k}$ の $\mu_{\mathbb{C}}$ による像は， $\mathcal{P}(V^{\prime k})$ または $\mathcal{P}(V^{k})$ の既約分解に現れる $(\mathfrak{g}, K_{\mathbb{C}})$-加群の随
伴多様体に一致することがわかる．
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